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PROGRAMME DE MATHEMATIQUES

DELIMITATION DU PROGRAMME

Quandil est indiqué quetelle notion (ou tel résultat) n' est pas exigible des candidats celasignifie que,
mémes ilsen ont connaissance, on n' attend pas des candidatsqu' il s utili sent cettenotion (ou cerésultat)
pour aborder ou résoudreles problémes qui leur seront soumislorsdes épreuves. Quand il est indiqué
qu’ unrésultat est endehorsdu programme du concourscelasignifiequecerésultat n' est pasexigibledes
candidatslorsdesépreuves. Quandil estindiquéqu’ uneétude est en dehorsdu programme du concours,
celasignifie que non seulement sesrésultats sont en dehors du programme du concours mais également
touteslesméthodesspécifiquesal’ éude. Quandil est utilisélalocution® définitionde...” ou“notionde...”
celasignifiequeseuleladéfinition oulanotionest exigibledescandidatssmaisquel’ onn' attend pasqu'’ils
aent connaissance de sesdével oppements sauf, le cas échéant, de ceux qui sont précisésplusavant dans
leprogramme du concours.

Partie |

COMMENTAIRES

Analyse

Lesnotionsd' espacetopol ogique, d’ espace métrique

et levocabul airetopol ogique associésont en dehorsdu programme
du concours. Lanotion d’ espacevectoriel norménefigurepas
au programmede cette premiérepartie.

Danscequi suit R désignelecorpsdesréds, Q celui desraionnds
et C celui descomplexes.

1-Lesnombresréds

Propriétésdesnombresréels
Rdaiond ordre, partieentiere, vaeur absolue, intervalles Aucun procédé de construction
(ouverts, fermés, semi-ouverts), ma orationset minorations, deR n'est exigibledescandidats.

bornesupérieureet inférieure. Lescandidatsdoivent connaitre | L’ existencedeR, lethéoreme
lapropriété“ une partienon vide et mgjoréede R admet uneborne| delabornesupérieureetladensité
supérieure” et savoir I’ utiliser abon escient (suitesmonotones | deQ dansR sont considérés

et adjacentes, en particulier). commedesrésultatsadmis.
Suitesdenombresrédls

Définitiond’ unesuitederéds, d unesuiteextraite. Définition Lesnationsdelimitesupetdelimite
d' unesuiteconvergenteet desalimite. inf nesont pasau programme.

R-a gébre des suitesconvergentes et opérationsa gébriques Ladémonstration duthéoréme

sur leslimites. Comparai sons (notationsO et 0, équivalence). deBolzano-Welerdtrass
Définition d unesuitede Cauchy. Unesuitedenombresréds n' est pasexigibledescandidats.
et convergentes et seulement S eleest de Cauchy

(le"s” et admis). Densitéde Q dansR et gpproximationdécimale.
ThéoremedeBolzano-Weierstrass.

2-Fonctionsrédlesd’unevariableréelle

Propriétéslocaes

Limiteenunpointai R eten+e en,limitesadroiteetagauche.
Continuitéenunpointai R. Opérationsal gébriquessur leslimites,
limite d’ unefonction composée. Re aionsdecomparaison,
équivaence et développementslimités.




ENSEIGNEM ENT

2494 |:BO i
ZNILBGEC_ SUPERIEUR, RECHERCHE
2000 ET TECHNOLOGIE

COMMENTAIRES

Fonctionscontinuessur unintervalle

R-agebreC(|) desfonctionscontinuessur unintervalel.
Continuitéd unefonction composée, continuitéde|f|. L' image
continued unintervaleest unintervalleet I'image continue

d’ un segment est un segment (lesdeux résultats sont admis).
Uneapplication f 1 C(I) e bijectivesi et seulement si elleest
monotone, son gpplication réciprogueest alorscontinuesur f(1).

Cdcul différentiel

Dérivéeenun paint, dérivéesadroiteet agauche. Opérations
agébriquessur lesdérivées. Dérivéed unefonction composée.
Fonction dérivéed unefonction définiesur unintervalle Dérivée
d unefonctionrédprogue. R-agebreC*(1) desfonctionsdedasseC’
aurunintervalel. ThéorémedeRolle; théorémedesaccroi ssements
finiset applicationsusudles. Formulede Taylor-Lagrange

al’ ordrep pour unefonction dedasse C™*. Formulede Taylor-Y oung
al’ ordrep pour unefonction dedasse C” et cal cul du déve oppement
limitéal’ ordrepenunpointai | d unefonctiondeC"(l).

Intégration

Définitiondel’intégraed’ unefonctionen escalier sur unsegment.
Approximation desfonctions conti nuespar desfonctions

escalier : onadmet ques f est continuesur [a,b], pour toute>0

il existedesfonctions et s, enescalier surab), tlesque: ¢ £ fEs
ettellesque: Vxi [ab]: s (X) - ¢ (X) £ e Déinitiondel’intégrale
d’ unefonction continuesur unsegmernt. Linéanité monatoniegt rlaion
deChades intégrd e desfonctionscontinuespar morceaux. Rdation:
‘8 f (t)dt|£d’ | f (t)|dt et premiéreformuledelamoyennepour les
fonctionscontinues. L ethéoremesuivant : “Unefonction continue
€t positive, définiesur un segment [a,b), estnulles et seulement s
sonintégraeest nulle” doit &reconnu. Primitivesd’ unefonction
continue. Intégration par partiesdesfonctionsdeclasse C.
Changement devarigble. Formulede Tayl or-Lagrange avec restel
intégrd. Primitivesdesfractionsrationnelesn’ ayant quedespdles
smplesou doubles. Primitivesdesfractionsrationnellesensnet cos.

Intégra esgénérali stes absolument convergentes
Définitiondel’intégrae, sur unintervallequelconque,

d’ unefonction conti nue positive; théorémedecomparaison,
équivaents. Définition d’ unefonction continueabsolument
intégrableava eursrédleset définition desonintégregénérdisée
Changement devariabledanslesintégralesgénéraisées

defonctionsabsolument intégrables.

Lanotion decontinuitéuniforme
N’ est pasau programme
du concours.

Ladéfinitiongénérded une
fonctionintégrableau sens
deRiemannn’est pasau
programme.
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Applications

Discussiond' uneéquati on (x)=0, et résolution gpprochée

(par laméthode de Newton, par dichotomie). Etude desite
récurrentes: u, - f(u,). Approximétion del’intégraled’ unefonction
continue par ssssommesde Riemann et interprétation géométrique
de I'intégrae.

Calcul approchéd’ uneintégralepar laméthode destrapézeset par
laméthodede Simpson. Comportement (dérivées, primitives,
représentation graphique, utilisationsdes dével oppementslimités)
desfonctionsLn, sin, cos, tan et deleursréci proques, desfonctions
sinh, cash, tanh, despolynémeset desfractionsrationnelleset des
fonctionsdutype: X1 |0,+o[® X Croissancescomparéeset nature
desintégraesgénéralisées- [aol dlessont définies- desfonctions,
*,(Lnx)*,e* et de leursproduits.

3-Nombrescomplexes

CorpsC descomplexes: lesnombrescomplexesx +iy sontles
points(x,y) duplan Euclidien R xR sur lequel est défini, deplus,
unemultiplication.

Définition de€ev=cos(q)+isin(q), formulesd’ Euler et formulede
Moivre. Définition del’ exponentielled' un nombre complexe
e+v=geh et desfonctionsassociées(sin, cos, tan, sinh, cosh, tanh).
Moduleet argument d' un nombre complexe. Résolution dansC
dez=a, racinesdel’ unité. Lescandidatsdoivent connditreles
interprétationsgéométriquesdestransformations:

z® zz® atz,z® azt+b.Inégditétriangulare Suitesde
nombrescompl exes. Suiteconvergente et limite. Criterede
Cauchy pour lessuitesdenombres complexes.

Touteautreconstructionde C est
endehorsdu programme
du concours.

4- Sériesdenombresrégsou complexes

Définition d unesérie. Définition d’ unesérie convergente

et desasomme. Condition de Cauchy : une sérieest convergente
S et saulement § lasuite de sessommes partiellesest de Cauchy.

Sériesabsolument convergentes. Espacevectoriel desséries
convergentes.

Sériesatermesrédspositifs: sériesde Riemannet série
géométrique. Théoremedecomparaison, régleded Alembert
utilisant lalimiteusuelle,

Convergenced uneséried ternéedont lavaleur absolueduterme
générd décroit vers0 et majoration du reste.

Lethéorémesur las&rieproduit
n' est pasau programmedecette
partie.

Aucuneautreréglegénéraepour
lessériesatermespositifsn’est
exigibledescandidats.

Aucun autrerésultat sur lesséries
semi-convergentesn' et exigible
descandidats.
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5- Equationsdifférentidles

Définitiond unesolutiondel’ équation différentielley’ = f(y,t)
surunintervalel deR etinterprétation graphique. Résolution
del’ &uaiona(t)y +b(t)y=c(t), ou(a, b, ¢) sont continuesavaleurs
dansR. Exigenceet unicitédelasolution sur unintervalel,
pour uneconditioninitidledonnée, s anes annulepassur 1.
Structuredessolutions.

Résolutiondel’ équationay’+by +cy= f, ol (a, b, ¢) sontdes
constantesrédlles. Seul lecasoll f est sommedefonctionsdutype
t® €'P(t),avecai RetPi RX]estexigibledescandidats.
Existenceet unicitédelasolution sur R pour unecondition
initialedonnée.

Pour tout autretyped’ équations
différentielles, aucun théoréme
générd d’ exigtenceet d' unicité
pour leproblémede Cauchy n'est
au programme. Lanotion
desolutionmaximalen’est pasau
programme.

6- Sriesentieresdelavariablerédle

Définitiond’ unesérieentiéred ax"delavariablerédlex associée
alasuitedenombresréd san. Définition du rayon de convergence R
Reglesded’ Alembert et de Cauchy. Lasommeest declasse
C"aurl-R, R quandR>0: intégration et dérivationtermesatermes.
Définition d unefonction dével oppableen sérieentiéreau
voisinaged unpointxi R. Dével oppementsen Srieentieredes
fonctionsusuellesauvoisinaged’ unpoint . Applications: utilisation
du développement enrieentierepour I approximation defonctions;
emploi dessériesentiéresdanslarecherchedesolutions

d équationsdifférentielleslinéaires acoefficientsnon constants.

L’ é&udegénéraledessuiteset des
sriesdefonctionsn’es pasau
programmedecette partie.

7 - Notionssur lesfonctionsdedeux variablesrédlesavaleur g
dansR ou R2. Coordonnéespolaireset cylindriques

Déinitiondelanorme Euclidienneet delanormesup sur R?:
interprétation géométrique desboul es et équival ence des deux
normes. Définition d’ un ouvert nonvideW: réunion de disques
ouverts.

Définitiond’ unegpplication continueenunpointai W. Espaces
C(WR) et C(W,R?.Définitiond' unedérivéepartidle. D&inition
d uneapplication declasse Ct : gpplication ayant desdérivées
patidlesqui, deplus, sont continuessur W. Théoremefondamentd
(admis) : une application declasse Ct admet unedifférentielle.
Différentielle delacomposée dedeux applicationsdeclasse C et
pratiquedu cal cul desdérivéespartiellesdesfonctionscomposées.
Définitiondugradient danslecasoul’ espaceimageest R etinter-
prétation géométrique. Définition d’ un changement devariables
dans Rz Définition descoordonnées polaires et extension aux
coordonnéescylindriques. Pratiquedes changementsdevariables
danslescaculsdesdérivéespartieles. Définitiond unegpplication
declasseC<(W) (k3 1) : gpplication définie sur Wdont toutesles
dérivéespartidlesjusgu’ al’ ordrekinclussont continues. Théoréme

de Schwarz (admis) pour lesapplicationsdeclasse C(W).

Il S agit essentiellement d' une
pratiqueet cettepartiedu programme
nepourraen aucun casconstituer
lecorpsdel’ épreuveécrite.
Touteslesgpplicationsdont il est
questionici sont définiessur un
owetWdeR? avadeursdansR ouR?
L’ éudedesnormesdeR?n'’ est pas
auprogrammedecette partie.
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Algebre
1- Ensambles. Entiersnaturds.

Algébredesparties.

Dénombrement. Arrangements, permutationset combi naisons.
Notationsn!, A% et Co (ou (P)). Trianglede Pascal. Notions

d arithmétiquedansZ.

Lescandidatsdoivent connditrele
vocabulaireusud sur lesensambles.
Aucune connaissance sur lathéorie
axiomatique desensembleset sur
lecacul propositionnd n' et exigible
descandidats.
L’ existencedeN estadmise Aucune,
connaissanceaxiomatiqueconcernant
laconstructiondeN n'est exigible
descandidats.
Aucuneconnaissancesur la
congructiondeZ, deQ oudeR

n' est exigibledescandidats.

2- Polyndmeset fractionsrationnelles

Polyndmesauneindéterminéesur K

Définition del’ ensemble K[ X] despolynémesauneindéterminée
surK, degré, vauation. Espacevectoriel Kq[X] despolynémesde
degréinférieur ou égal an. Multipleset diviseursd' un polynéme,
divison Euclidienne. Dérivation, formulede Taylor et ordre
demultiplicitéd uneracine. Théoremefondamental

ded Alembert-Gaussdans C[X] (admis), polyndmesirréductibles
dansC[X] et R[ X]. Décomposition d’ un polyndmeen produit
depolynémesirréductibles. Application alafactorisationdea+X"
dansC[X].

Fractionsrationnellessur K

Définition del’ ensembleK (X) desfractionsrationndlessur K,
degré, partieentiere, partiespolaires, pdlesmpleet multiple.
Existenceet unicité deladécomposition en é émentssimples
desfractionsde C(X) sur C. Pratique deladécomposition
endéémentssmplessur C desfractionsapdlessmplesou doubles,
casdeP(X)/(a+X"). Pratique deladécomposition en ééments
simplessur R desfractionsde R(X).

DanscettesectionK désigneR ou
C. Aucuneconnaissancesur la
congtruction de K [X] oudeK (X)
N’ est exigibledescandidats.

Lanotion depolyndmespremiers
entreeux et lethéoreme de Bezout
nesont pasexigiblesdescandidats,
demémequeladivisonselon

les puissances croi ssantes.

Ladémongtrationdel’ existenceet
del’ unicitédelapartiepolarerdative
aunpdlen’ est pasexigible
descandidats.

3- Espacesvectoridset algebrelinéaire

Définitionsgénéraes

Définition d’ un espacevectorid, d' un sousespace, d' une
applicationlinéaire, d' un endomorphisme, d’ unisomorphisme,
d unautomorphisme, d’ uneformelinéaire. Dé&initiond’ une
algebre (associative, unitaire). Définition del’ espace L (E,F)
desapplicationslinéairesde E dansF. Définition du noyau
etdel’'imaged’ uneapplicationlinéare. Définitiond une
combinaisonlinéaire, d’ un sousespace engendré par unepartie,
delasommededeux sousespaces, de deux sousespaces
supplémentaires. Définition d’ unehomothétie et caractérisation
desprojecteurspar larelation p?=p.

Onneconsidéreici quedesespaces
vedtoridssurK avecK=RouK=C.
Sauf pour cequi concerneles
définitionsgénérales, seulsles
espacesdedimengonfiniesont au
programmedu concours.
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Générditéssur lesespacesdedimensionfinie

Définitiond unefamillelibre, d unefamilleliée, d unefamille
génératrice, d unebase, d’ un espacededimensionfinie.
Invariancedu nombred éémentsd unebaseet théoreémedelabase
incompl éte, sous-espaces et Somme de sous-espaces, espacesK".
Caractérisationsdes applicationslinéairesentre espaces
dedimensonfinie. Formeslinéaires: définition dudud et équation
d'un hyperplan. Rang d’ unefamilledevecteurs, rang d’ une
applicationlinéaire, théorémedu rang et caractérisation
desisomorphismes.

Cdcul matriciel

Espace Mn,(K) desmatricesanligneset p colonnesacoefficients
dansK et produit matricid. Algére M. (K), groupeGL (K). Marice
d unegpplication linéai reentre deux espacesdedimensionfinie,
isomorphismeentreMn, (K) et L (E,F), rang d’ unematrice.
Définition delatrangposéed unematrice, d unemetricecarrée
symétriqueou antisymétrique. Matrice d’ unendomorphisme sur
unebase, changementsde base, matricessemblables. Traced' une
matricecarréeetrelation: Tr (AB)=Tr (BA).

Systémeslinéaires

Discussiondessystemeslinéaires: description del’ espacedes
solutions. Inversion et inversibilité d’ une matrice carrée par
laméthodedu pivot et applicationalarésolution dessystémes
deCramer.

Déterminants

Définition du groupe des permutationsd’ un ensemblefini,
définition d' unetransposition et delasignatured’ unepermutation::
(-1)’ ol p et laparitédel adécomposition en transpositions.

Formesn-linéairesa ternées sur un espacededimensionn,
déterminant sur unebased’ un systéme devecteurs, changement
debase, orientation. Déerminant d' uneapplicationlinéaire,
déterminant d' une matrice carrée. Caractérisation d’ une base,

d unisomorphisme, d’ unematricecarréeinversible.
Déterminant delacomposéede deux endomorphiames, du produit
dedeux matrices carrées. Dével oppement par rapport auneligne
ou une col onne, cofacteurs et matrice des cof acteurs, déterminant
delatrangposéed’ unematrice carrée. Déterminantsextraits

€t caractérisation durang d’ unematrice.

L ethéorémede Rouché-Fontené,
lesnotionsde matricesbordantes
et dedéterminantscaractéristiques
nesont pasexigiblesdescandidas.

L'invariancedelaparitédela
décompositiond’ unepermutation
en produit detranspositions
estadmise.
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Réducti on desendomorphismes et desmatricescarrées
Définitiond unevaeur propred unendomorphisme, d’ unvecteur
propreassocié€(0n’ est pasvecteur propre), d’ un sousepacepropre.
Définition du polynéme caractéristiqued’ un endomorphisme,
delatraced unendomorphisme. Ordredemultiplicitéd unevaleur
propre. Exemplesclassques: homothéties, projecteurs symétries.
Définition d’ unendomorphismediagondisable: I espace

est sommedirecte des sous espaces propres, caractérisaion
desendomorphismesdiagonalisables: I ordredemultiplicité

d unevaleur propreest égale aladimension du sous espace propre
associé.

Définitiond’ unevaeur propred unematricede M. (K) associée
aun endomorphismedeK", d' unvecteur propreassociéet d' un
sousespacepropre. Polyndmecaractéristiqued unematricecarrée
etinvariance par changementsdebase. Matricesdiagonaisables
€t caractérisation desmeatricesdiagonalissbles.

Lescandidatsdoivent savoir éudier
unesuitevérifiant unereationde
récurrencelinéaired’ ordrena
coeffidentscongtantset conneltre
laformegénérdedessolutionsde
Aln2+buna+cn=0. Lethéorémede
Cayley-Hamiltonn'est pasau
programme. Lesnotionsde
polynémeannulateur et de
polynémeminimal pour un
endomorphisme ouunematrice
nesont pasau programme.
Ladécompositionde Jordann’ est
pasau programme. Aucun résultat
spécifiquealatrigonalisation

N’ est au programme.

4-Géométrie
Espacesaffinesdedimensons2et 3
Définition, applicationset transformationsaffines.

Repérescartésiens, équationsdedroiteset deplans. Barycentres
€t utilisation des coordonnées barycentriques.

EspacesvectoriesEuclidiensdedimensionfinie

Produit scalaire et norme Euclidienne, sous espaces orthogonatix,
bases orthonormales. | dentification desformeslinéaireset des
vecteurs. Orientation et produit vectoridl. Projectionsorthogona es
Transformations orthogonal eset matricesorthogonaes.
Toutematricesymétriqueréelle, A, est diagondisablesur R et
A=QDTQ, avec Q orthogona e (ladémonstration de cethéoreme
N’ est pasexigibledescandidats). Anglededeux vecteursdans
leplan orienté et angle de deux vecteursdans|’ espace.

GéométrieaffineEuclidienneendimensons2et 3

Digtances, angles. Airedu parallélogrammeet volume

du paralélépipede. Définition d’ uneisométrie. Caractérisation
desisométriesdirectesdu plan et del’ espace. Similitudesdirectes
duplan: écritureal’ aidedescomplexes. Cercleet sphere.
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Leprogranmedelapartiell complétecelui delapartiel . Aing, leprogrammedelapartiell est congtitué
del’ ensembledu programmedelapartiel augmentéd un programmespécifiquequi est détailléci-apres.

COMMENTAIRES

Analyse

1- Egpacesvectoriedlsnorméssur K avecK=RouK=C.
Généralités

Définitions

Définition d’ une norme sur un espacevectorie réd oucomplexe
dedimensionfinieou non. Définition d une partiebornée.
ExempledesnormesusuellesN,, N, et N, sur K" et sur C([a,b],K).
Définition deladistance associéeaunenormeet desboules.
Définition del’ équivalence dedeux normes.

Sur unegpacevectorid réd ou complexededimensionfinietoutes
lesnormes sont équival entes.

Définitiond’ unesuite, d’ unesuiteconvergenteet d’ unesuite
divergente. Espacevectoriel dessuitesconvergenteset opérations
agéoriquessur leslimites.

Définitiond unepartieouvertenonvide (réuniondeboulesouvertes).
Définitiond’ un pointintérieur aunepartieet del’intérieur d' une
partie. Définition d’ une partiefermée: son complémentaireest
unepartieouverte.

Continuitéd uneapplication f i F(A, E)enunpointai Aet
espacevectorid C (A, E).

Ladéfinition généraded unespace
topologiqueou d’ un espace
métriqueest horsprogramme.
Lescandidatsdoivent connaitre
lesdéfinitionsusuellessuivantes
relativesaux espacesnormes,
aucuneautre définition topologique
n'estexigible.

Ladémongtration del’ équivalence
desnormesendimensionfinie

n' est pasexigibledescandidats.
Lanotion denormesubordonnée
sur unespaced gpplicationslinéaires
N’ est pasau programme.

Lanotion departiecompacten’ est
pasau programme. Lanotion

d espacedeBanachn’ est pasau
programme.

Lacaractérisation delacontinuité
par image réci proque desouverts
oudesfermésn’ est pasau
programme du concours.

2- Dérivation et intégration desfonctionsdéfiniessur un
intervallel deR et avaleursdansK"

Cdlcul différentiel

Définition deladérivéeenun point, deladérivéeadroite

et agauche. Caractérisation deladérivabilité par ladérivabilité
desfonctions coordonnées. Espace vectoriel C°(1,K")
etagebreC(1,K).

I négalité desaccroissementsfinispour unefonction £ 1 C'(1,K").
Formulede Taylor-Y oung pour uneapplication dedase C°(1,K")
et existencedu dével oppement limitéal’ ordrep d’ uneapplication
declasseC'.

Touteslesapplicationsdont il est
questionici sont définiessur un
intervallel deR et avaleursdans
I’ espacevectoriel K"avecK =R
ouK=C.
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Cdcul intégral

Définition del’intégraled’ unefonction continue par morceaux
f:labl® K" &f(t)dt=(&f,(t)dt,...,a f, (t)dt), ollesf, sont
lesfonctionscoordonnées.

Linéaritédel’intégraleet rlation de Chadles, inégdlité:

|6 f(tydt || £ ]| £(t) | ot etinégalitédelamoyenne.
Changement devariable. Formulede Taylor-L agrangeal’ ordre
p avecresteintégral pour unegpplication declasse C™.

3- Suiteset sriesdefonctionsdéfiniessur unintervalle
avaleursdansK

Définition delaconvergenceuniformed’ unesuitedefonctions
définiessur | avaleursdansK . Critérede Cauchy deconvergence)
uniforme. Lalimiteuniformed’ unesuitedefonctionsbornées
sur | estbornéesur | et celled’ unesuitedefonctionscontinues
sur | est continuesur 1.

Théoremed'intégration: s ( f,) est unesuitedefonctionsdeclasse
C°([a,bl, K ') qui converge uniformément sur [a,b], alors:

limdf, (t)dt=a&lim f (t)ct.

Théorémededérivation: s ( f,) estunestitedefonctionsdeclasse
C'([ab], K) qui convergesmplementenunpointxi [ab] et qui
esttelequelasuite(f’,) convergeuniformément sur (ab] versune
fonctiong, dors( f,) admet unelimiteuniforme f sur[abl, f est
decdlaseC'(|abl, K) et f'=g. Extension aux suitesdefonctions
declasseC’ (p3 1).

Touteslesapplicationsdont il est
guestionici sont définiessurun
intervalel deR et avaeursdans
I’ espacevectoriel K avec
K=RouK=C.

Définition delaconvergenceuniformed unesériedefonctions & f,,
deéfiniessur |. Criterede Cauchy de convergenceuniforme.
Définition de laconvergencenormaed’ une sériedefonctions
bornéessur |. Toute série normalement convergentesur |,

est uniformément convergentesur |. Utilisation d' unesérie
majorante pour &ablir laconvergencenormale.
Théoremesdedérivation et d' intégrationterme atermepour les
sériesdefonctionsde C'(|abl, K) etC°(|abl, K ) respectivement.

4-ntégralesdépendant d’ un parameétre

Théorémedecontinuité: Soit fi C°(I x [ab], K). Alorsla
fonction:x1 | ® & f(x, t)dt est continuesur |.
Théorémededérivation: Soit f1 C°(1 X [ab], K) telleque

1 coq xjab, K).
&

Alorslafonction: g:x1 1® &f(x, tydt estdansC*(l,K) et:
g =8I (x, tdt.
x

ThéorémedeFubini : fT C°(I x [ab], K). Alorspour tout

[cdcl:adf(x dt=3af(x t)dt.

Seulslestroisthéoremessuivants
sont au programme, leurs
démonstrationsnesont pas
exigiblesdescandidats. | estun
intervaledeR et K=R ouK=C.
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5-Intégr alesgénéraliséesdépendant d’un paramétre

Extension delanotion defonction continue absolument
intégrableau casdesfonctionsavaeurscomplexes.
Théorémedecontinuité: Soit fi C°(1 x J,K).

Silexigeei C°(J, R) absolumentintégrablesur Jtelleque:
V(X DT 1 xJ:|f(x D|£|e (t)],dorslafonction:

xTI® o f (% )dtestdansC° (1, K)
Théorémededérivation: Soit fT C°(I x J,K) telleque

;ka 1 C°xJK).S fetﬂj)](f vérifient toutesdeux I’ hypothése
duthéoreme précédent, alorslafonctiong: xT 1® o f (x, f)dt

estdansC*(I,K)et: g () =06 If (x, Hdt.
Ix

Seulslesdeux théorémessuivants
sont au programme, leurs
démonstrationsnesont pasexigibles
descandidats. | et Jsont deux
intervallesdeR eeK=R ouK=C

6- Complémentssur lessériesdenombr esréelsou complexes

Définition du produit de Cauchy dedeux séries. Convergence
delasérieproduit de deux sériesabsolument convergentes.

Ladémongtrationn’ est pas
exigibledescandidats.

7- Complémentssur lessériesentieres

Définitiond unesérieentiéred a, z" delavariablecomplexez
associéealasuitede nombrescomplexesa,,. Définitiondurayon
de convergenceR. Pour R>0: lasérieest absolument convergente
sur labouleouverte B(O,R) de centreO et derayon R, normal ement
convergentesur toutepartieferméebornée deB(0,R) et sasomme
est continuesur B(0,R). Sommeet produit dedeux sériesentieres
derayonsstrictement positifs. Relationexp() =a z"/n!.

Déve oppement en sérieentieredesfonctionsusuellesdela
vaiablecomplexe: sin, cos, sinh, coshetz® 1/(1+z) "(nentier)
et rayonsdeconvergence.

8- SriesdeFourier

Espace C,, desfonctionsavaeurscomplexes, définies

et continuessur R, périodiquesde période2p.
Produitscaare(f,g)1 C® 34 fget normequedratiquemoyenne.
Lafamillee,: t® exp(int) et orthonormaedansC,,
Définition descoefficientsde Fourier, C,= (f &)
d'unefonctionfi C,,.

Casd' unefonction paireouimpaire. Définition delasérie
deFourierdefi C,. Lasommepartielle S(f) est laprojection
orthogonaede f sur Vect(e.,....e). Relation de Pythagore:

" PT Vect(e.,....e) : (IP-f[p)*= (IP- S(AIL* + (IS(F) - flk)?
etinégditédeBessd.

Extension au casdesfonctions continues par morcesaux.
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Seulslesdeux théoremes de convergence suivantssont

au programme. Leursdémonstrationsne sont pasexigibles
descandidats.

Convergence ponctuelle, ThéorémedeDirichlet : Sif estune
fonction depériode2p et declasseC' par morceaux, dors, entout
pointxi R,sasé&riedeFourier convergevers(f(x) +f(x))/2.
Convergence en moyenne quadratique, ThéoremedeParseval :
S f est unefonction de période 2p, continue par morceaux, dors
sasériedeFourier convergeen moyennequadratiqueversf.
Ona: (|Iflly* = Scf

9- Complémentssur leséquationsdifférentielles

Résolution del’ équation ay” +by’ +cy =f, ol (a,b,c) sont des
constantesrédlesou complexeset ou f est unefonction continue.
Casgénéra : méthode devariationsdes constantes.

Equationay” +by' +cy=f, ot (a,b,c,f) sont desfonctions continues
surl'intervalel deR avadeursréellesou complexes, lorsquea
nes annulepassur | : structuredessolutions, wronskien

€t expression général edes sl utionsquand on connelt unesol ution
del’ équation homogenenes annulant passur | (I’ existence

et unicitédelasolution du probleme de Cauchy est admise).
Résolution del’ équation X' =AX+B(t) oU A est unematrice
carréeréelle ou complexediagonalisable, & coefficientsconstants
et B unefonction continue.

10- Complémentssur lesfonctionsdeplusieursvariablesr édles

Calcul différentiel

Définitiond unedérivéepartielle. Dé&finition d’ une application
declasse C' sur unouvert et espacevectorie C(WR).
Théorémefondamentd : uneapplicationdeclasse C' sur W
admet entout point unedifférentielle (ladémonstration n’ est
pasexigibledescandidats). Matricejacobienne. Définitiond' une
gpplication de classe C et théoréme de Schwarz (admis).
Danslecasoun=p: définition dujacobien, deladivergence
etdurotationne (n=p=3).

Danslecasoup=1: définition du gradient et despointscritiques
d uneapplication de C'(W,R), condition nécessaired’ existence

d unextremumIocal.

Définition d’ un changement devariables: C-difféomorphisme
entredeux ouvertsde R". Théoremefondamenta (admis) : une
injectiondeclaseC', f : WcR"® R", est un C-difféomorphisme
deWs et seulement s sonjacobien est non nul sur W, Exemples
et pratique de changement devariablesdansR, R?, et R® (polaires,
cylindriques, sphériquesen particulier).

On consideredesfonctions
définiessur unouvert WdeR"
avadeursRedans(p3 1).
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Cdculsd'intégraesdoubles

Pavagesdu plan et définition d un domaineélémentaire
(DO={aExEb;f. () E£YEf (X}, ouD={aLyL£b;f.(y)EXEf(y)}
avecf; continuespar morceaux). Ca cul d' intégralesdoubles
defonctionscontinuessur un domaine é émentaire ou sur une
réunion digointededomainesél émentaires: intégration

par tranches. Interprétation géométriquedel’ intégraledouble.
Applicationaux caculsd aires, decentreset demoments

d inertie. Changement devariablesdanslesintégralesdoubles;
utilisation des coordonnéespolaires.

I S agit uniquement d’ une pretique
decalcul. Aucunequestion
théoriquesur cepoint, en particulier
surlacongtructiondel’intégrale
doublenepourraétresoulevée.
Seulelapratiquedu calcul sur des
domainesé@émentaires, ou sur des
domainesqui S'y ramenent par
changement devariables, est
exigibledescandidats.

11- Arcsparamérésplans

Définitiond’ un arc paramétréplan declasse C': gpplication
g:t1 I®(g,a)1 R?oul etunintervaledeR & oulesfonctions
coordonnées(g , g, ) sontdeclaseC*,

Changement deparamétrage, orientation. Etudelocale : tangente,
position localedelacourbe par rapport asatangente; branches
infinies: asymptoteset direction asymptotiques.
Représentation polaired’ un arc paramétrédeclasse C*, quand
g:1® R2-{(0,0)}. Cdcul delavitesseet del’ accdération dans
lerepérepolaire, définition du vocabularecinémati que usuel .
Arcplandéfini par uneéquationpolaireq® r (q),our est
declasseC*: seul lecalcul delatangenteoudelanormale
danslerepéerepolareest exigibledescandidats.

Aucunthéorémegénéral pour ces
éudesn’ est exigibledeséudiants.

12 - Complémentsdegéométrie

Egpacespréhilbertiens

Définitiond’ un produit scalaire Euclidien ou Hermitien
(semi-linéaritéagauche). négdité de Cauchy-Schwarz, inégdité
triangulaire, égditédu parallélogramme; normeet distance
associées. Orthogonalité, projecteursorthogonaix, relaion
dePythagoreetinégditédeBesd.

EspacesEuclidiensdedimensionfinie

Définition del’ adjoint d’ un endomorphismeet propriétés
dela“transposition”. Isomorphismeentre E et E*. Définitiond un
endomorphismesymétriqueet caractérisati on desprojecteurs
orthogonaux. Définition et caractérisationsd’ unautomorphisme
orthogonal et d’ une matriceorthogonde. Réductiondes
endomorphismessymétriques.
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